
  

:يك عدد حقيقي باشد1Lفرض كنيد 
0xxبه ازاي 0xدر مجاورت x(f(اگر    1  1Lبه هر ميزان دلخواه بهx(f(كند  ميل مي 0xبهxتعريف شده باشد به طوري كه وقتي <

:نويسيم است و مي 1L،كند ميل مي0xبه xوقتي x(f(گوييم حد راست  نزديك شود، مي

1
0

L)x(flim
xx

=
+→

0xxبه ازاي0xدر مجاورتx(f(اگر     2  1Lبه هر ميزان دلخواه بهx(f(كند  ميل مي 0xبه xتعريف شده باشد به طوري كه وقتي  >
:نويسيم است و مي 1L،كند ميل مي0xبهxوقتي  x(f(گوييم حد چپ زديك شود، مين

−→

=

0
1

xx

L)x(flim  

 : تعريف حد 
0xx

L)x(flim
→

است اگر و تنها اگر =
+→

=

0xx
L)x(flimو

−→

=

0xx
L)x(flim) .هر دو موجود و مساوي باشند(.

  

حد در يك نقطه قضاياي

k)x(fحد تابع ثابت   1 = )k وقتي ) عددي است حقيقي و ثابتx به سمتa ر ثابتكند همان مقدا ميل ميk يعني. است:
kklim)x(flim

axax
==

→→

4آنگاه  x(f(=4به عنوان مثال اگر
1

=
→

)x(flim
x

4و 
2

=
→x

)x(flim .

x)x(fحد تابع هماني   2 :يعني. است 0xكند برابر با ميل مي0xبه سمتxهنگامي كه =
00

0
xxxx

xxlim)x(flim
→→

==  

2به عنوان مثال
2
=

→x
xlim و

2
2

→
=

x
xlim .

1حد داشته باشند و0xي در نقطهgو fاگر دو تابع   3
0

L)x(flim
xx

=
→

2و 
0

L)x(glim
xx

=
→

:آنگاه 

21)هاست يعني حد مجموع دو تابع برابر مجموع حدهاي آن(
000

LL)x(glim)x(flim)x)(gf(lim
xxxxxx

±=±=±
→→→

  )1  

21)هاست ضرب حدهاي آن ضرب دو تابع برابر حاصل يعني حد حاصل(
000

L.L)x(glim)x(flim)x)(g.f(lim
xxxxxx

=×=
→→→

  )2  

02
2
1

0

≠=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

→

L,
L
L

)x(
g
flim

xx

  )3  

.يعني حد خارج قسمت دو تابع، به شرط صفر نبودن حد مخرج، برابر است با خارج قسمت حدهاي آن دو تابع
.ها حد مجموع چند تابع برابر است با مجموع حدهاي آن: تذكر 

.ها حد حاصلضرب چند تابع برابر است با حاصلضرب حدهاي آن
nx)x(fحد تابع  :تذكر  = )n وقتي ) عدد صحيح و مثبتx  به سمتx كند، برابر است با  ميل ميnx .يعني:  nn

xx
xxlim =

→

نمودارد وح

)محاسبات حد در نقطه(قضاياي حد 

1L

ف  ی:ؤ د حا



L...bxax)x(fاي  حد تابع چند جمله :نتيجه  nn +++= −1 )n ي  در نقطه) عددي صحيح و مثبتx مساوي مقدار تابع در آن نقطه است:
)x(f)x(flim

xx
=

→

L)x(flimاگر    4
xx

=
→ 0

:آنگاهباشد 

81313 332
1

=−=−
→

)()x(lim
x

n)  صحيح و مثبت n(                   مثال:   

xx

n L))x(f(lim =
→ 0

  )1  

111 33
0

=+=+
→

xlim
x

         مثال:   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
=

→ ,)L(L
,L)x(flim n

n

xx

n

00
  )2  

اما
−→

−
1

1
x

xlim 1ي تعريف تابع  وجود ندارد، زيرا دامنه≥x  1→−است كهx درآن وجود ندارد به طوري غير رسمي اين مسأله را به صـورت

−−.)شود راديكال تعريف نمي(:كنيم زير حل مي

→

=−=−
−

0111
1x

xlim  

اما
+→

−
1

1
x

xlim 0111.وجود دارد و برابر صفر است
1

=−=−
+→x
xlim  

L)x(flimاگر    5
xx

=
→ 0

L||)x(f|lim| آنگاه
xx

=
→ 0

.  

حد تابع گوياي كسري به صورت     6
)x(g
)x(fy =)f وg0ي  در نقطه) اي هستند دو چندجملهxx اسـت 0xي برابر با مقـدار آن در نقطـه  =

.)ي مخرج نباشد ريشه 0xبه شرط آن كه(

111:به عنوان مثال
11212

3
3

1
=

+
−+

=
+

−+
→ xx

xxlim
x

:كنيم ي حد توابع مثلثاتي از دستورهاي زير استفاده مي براي محاسبه   7
0

0
xcosxcoslim

xx
=

→
   )2  0

0
xsinxsinlim

xx
=

→
 )1  

π≠→
=

kxx
xcotxcotlim

0
0   )4  

2

0
0

π
+π≠→

=

kxx

xtanxtanlim )3

 ي حد چپ و راست محاسبه
در توابع شامل جزء صحيح -1

ي محاسبه - الف
ax

]x[lim
→

:رسيم ي زير مي با توجه به نمودار تابع به نتيجه

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

−=

=
→∈

=→∉

=
→ 1a

a
Za

]a[Za

]x[lim
ax

  

02به عنوان مثال 
1

2
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

→x

]x[lim  1و
1

=
+→x

]x[lim  0و
1

=
−→x

]x[lim .

در توابع شامل جزء صحيحنقاط نزديك به نقطه  استفاده از -ب
02ي مثال در محاسبه عنوان به

2
1

=
−

→x

]x[lim12ي براي محاسبه استفاده كنيم و 49/0توانيم از عدد  ، مي

2
1

=
+

→x

]x[lim استفاده51/0توانيم از عدد  مي

ياما در محاسبه .كنيم
−

→

+

2
1

0102
x

]/x[lim  است) 1(كه حد تابع در حالي. آيددر نظر بگيريم، حد تابع صفر درمي 49/0را همان عدد اگر.

)a، )axدر  ي حد راست به شكل زير، براي محاسبه :اي در توابع دوضابطه  -2 )a ،)axي حـد چـپ در    ي بالا و براي محاسبه ، از ضابطه< از >

:كنيم ي پايين استفاده مي ضابطه
⎩
⎨
⎧

<
>

=
ax,)x(f
ax,)x(f

)x(f
2
1  

 حد
  حد راست
 حد چپ

n فرد
n زوج



 

اي به شكل  هاي دو ضابطه تابع :توجه 
⎩
⎨
⎧

<

>
=

ax,)x(g
ax,)x(h

)x(f زماني درax ها برابر باشد،  حد چپ و راست آن aحد دارند كه در =

يعني 
−+ →→

=
axax

)x(glim)x(hlim.  

 ي فشردگي قضيه
  .ار دارد، قراين قضيه راجع به رفتار حدي تابعي است كه بين دو تابع ديگر، كه هر دو در يك نقطه داده شده حد مساوي دارند

a(،)x(g)x(f)x(hجز احتمالاً در خود( aي بازي شامل در بازه xهرگاه به ازاي هر  قضيه  L)x(glim)x(hlimو نيز ≥≥
axax

==
→→

، 

L)x(flim:آنگاه
ax

=
→

  

  

01نشان دهيد  :مثال 
0

=
→ x

sinxlim
x

.  

111كه از آنجايي :حل  ≤≤−
x

sinبراي مقدارهاي مثبت ،x داريمx
x

sinxx ≤≤−
x،xو براي مقدارهاي منفي1

x
sinxx −≤≤

حد ، 1

01، پس برابر صفر است x=0توابعي كه در دو طرف نامساوي هستند در 
0

=
→ x

sinxlim
x

  .است 

  داري  ي كران قضيه
=0 باشد و aدار در همسايگي محذوف كران  تابعي x(g(اگر

→ax
)x(flim 0آنگاه=

→ax
)x(g)x(flimاست .  

  
  

  
  

0رفع ابهام 
  در توابع جبري 0

ي  در محاسبه
)x(g
)x(flim

ax→
==0، اگر 

→→ axax
)x(glim)x(flim توانيم استفاده  ي حد، نمي گذاري مستقيم براي محاسبه ي حدي و جاي ، آنگاه از قضيه

0معني كنيم زيرا با جانشيني مستقيم، به كسر بي
ي يك حد به اين  وقتي در محاسبه. ناميم مي مبهم صورتا را ه رسيم، اين نوع عبارت مي 0

خوريد، به ياد داشته باشيد كه بايد كسر را طوري بنويسيد كه مخرج يا صورت كسر جديد، حد صفر نداشته باشد، براي رسيدن به  صورت برمي
  .كنيم هاي زير استفاده مي اين هدف از روش

  حذف عوامل صفر شونده از صورت و مخرج
ي يكسان از صورت و مخرج،  هارا به عوامل اول تجزيه كرده و با حذف عامل صفر شونده اي باشند، آنگاه آن ر صورت و مخرج، دو چندجملهاگ

ي يابيم، دقت كنيد كه در محاسبه حد تابع را مي
)x(g
)x(flim

ax→
 ،)ax(   .گوييم عامل صفرشوندهرا  −

حاصل  :مثال 
3

2

3
6

−→
+
−+

x
x

xxlim را بيابيد.  

523    :حل 
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33
−=−=

+
+−

−→
−→

x
x

)x(lim
x

)x)(x(lim  

كنيم و سپس حد را با  ها را گويا مي تشكيل شده باشند، آن) گنگ(هاي اصم  در صورتي كه صورت و مخرج يا هر دو، از عبارت :)1( تذكر 
  .يابيم ي يكسان مي حذف عامل صفرشونده

  
  

حاصل  :مثال 
x

xlim
x

11
0

−+

→
  .را بيابيد 

2  :كنيم صورت كسر را گويا مي :حل 
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00
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++−+

→→ )x(x
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)x(x

)x)(x(
lim

xx
  

0رفع ابهام 
0

 
 حذف عامل صفر شونده

 )خارج كتاب درسي(ي هوپيتالقاعده



 

 

ي  تر حل كنيم، در اين حالت براي محاسبه توانيم مسأله را راحت ي صفر مي در بعضي از موارد با انتقال حد به نقطه :)2( تذكر 
)x(g
)x(f

lim
ax→

با  

taxفرض    :خواهيم داشت −=

  
)ta(g
)ta(f
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tax +

+
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حاصل  :مثال 
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1 11
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)x(x

)x(xlim
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  .را بيابيد 

txبا فرض  :حل  101  :داريم 1−=
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1
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0رفع ابهام از حالتدر :)3( تذكر 
axي ، بايد قدر مطلق را در مجاورت نقطه0 تعيين علامت و جزء صحيح را در آن نقطه تعيين  =

  .قداركنيمم

2حاصل  :مثال 
2

2 −
−

+→ |x|
]x[|x|

lim
x

  .را بيابيد 

32وقتي  :حل  << x 2، آنگاه=]x[  22و −=− x|x|  وx|x| 22  :، پس =
22

2
=

−
−

+→ x
))(x(

lim
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0يكي از روش هاي رفع ابهام   خارج كتاب درسي )ه هوپيتالقاعد( 
ي هوپيتال است در اين حالت از صورت و مخرج به طور  استفاده از قاعده 0

  .گيريم از آن حد ميو سپس رسيم ببه كسر جديدي  تا جداگانه مشتق گرفته
  

0در رفع ابهامبه طور غير رسمي  :توجه 
  . كسري است كه صورت آن مشتق صورت و مخرج آن مشتق مخرج است هوپيتال يك تابع كسري،، 0

L
)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

axax
=

′
′

=
→→

  

  :به جدول مشتق توابع توجه كنيد: )4( تذكر 
    تابع  مشتق مثال

2232 123 )xx)(x(y)xx(y ++=′→+=  1−×′=′ nuuny  nuy =  1  
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xyxy  
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′
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+
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+
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+

−
=′ 2  

dcu
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)xcos(xy)xsin(y 121 22 +=′→+=  ucosuy ×′=′  usiny =  5  

xsin
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yxcosy
2

1−
=′→=  usinuy ×′−=′  ucosy =  6  

))x(sintan(xcosy)xtan(siny 21+=′→=  )utan(uy 21+′=′  utany =  7  

))x(cot(xy)xcot(y 1121 222 −+−=′→−=  )ucot(uy 21+′−=′  ucoty =  8  

  

  
  :حدود زير را بيابيد :مثال
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ي در محاسبه
x

xsinlim
x 0→

0، كه ابهام 
ي  قضيهي حد اين تابع با استفاده از  سازي معمولي حد را بيابيم، براي محاسبه توانيم با ساده دارد نمي 0

⎟ي  در بازهxتوان ثابت كرد كه براي هر  ي مثلثاتي، مساحت قطاع و مثلث، مي ، دايرهفشردگي
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ππ−
22 ≥≥1، نامساوي ,

x
xsinxcos  برقرار

1ي فشردگي قضيهاست و از آنجا بر طبق 
0

=
→ x

xsinlim
x

1و در نتيجه  
0

=
→ x

xtanlim
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  .است

  :ي حد توابع مثلثاتي داريم در محاسبه
1

0
=

→ x
xtanlim

x
  )2                                (1
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→ x
xsinlim
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axرا وقتي  gو fدو تابع :تعريف دو تابع هم ارز   :ويند هرگاهارز گ هم →
    1=

→ )x(g
)x(flim

ax
=0و    

→ax
)x(glim    0و=

→ax
)x(flim  

xsin)x(fبه عنوان مثال دو تابع  x)x(gو  =  ارزند زيرا هم x=0در  =
0

0
→

=
x

xlim،0
0

=
→x

xsinlim 1 و
0

=
→ x

xsinlim
x

.  

  هاي مثلثاتيارزيهم
  :هاي مهم زير توجه كنيد ارزي به هم
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حاصل  :مثال 
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x 12

62

12
π

−

π
−

π
→

  .را بيابيد 

62 كه از آنجا :حل  π
−x  12و

π
−x  12وقتي

π
→x 0كنند و ابهام از نوع  هر دو به صفر ميل مي

  :پس ،است 0
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−
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−
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  توابع جبري
  . اي است ي آن چند جمله ترين درجه برابر حد كوچك x→0اي وقتي حد يك چندجمله

44
0
32 xxxx)(
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≈++
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                        xxxx)(

x
221

0
23 −≈−−
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  :به عنوان مثال

  1
2 3

3

03
3

0
==

+

−
→→ x

x
lim

xx

xxlim
xx

  

  
  

  ايت حد بي

0رفع ابهام 
0

 هاارزياستفاده از هم 

 ها و محاسباتقضيه  نهايت نهايت  و حد در بي حد بي



 

 

بدون هيچ محدوديتي بـزرگ   x(f(كند،  ميل مي aاز راست به  xرا تابعي فرض كنيم كه نمودارش در شكل زير رسم شده است، وقتي  fاگر
كند، در نتيجه  چ عدد متناهي ثابتي ميل نميشود، لذا به هي تر مي و بزرگ

+→ax
)x(flim نويسيم وجود ندارد و مي:  

        
  

)()x(flim
ax

1+∞=
+→

  

  
  .نشانگر اين نوع رفتار تابع است و عدد حقيقي نيست ∞دقت كنيد كه نماد

شود، لـذا بـه هـيچ عـدد متنـاهي       تر مي بدون هيچ محدوديتي در جهت منفي، كوچك و كوچك x(f(كند،  ميل مي aبه aاز سمت چپ xوقتي
كند، پس ثابتي ميل نمي

−→ax
)x(flim  نويسيم نيز وجود ندارد و در اين حالت مي:  

)()x(flim
ax

2−∞=
−→

  

  »عددي طبيعي است n«: به حدود زير توجه كنيد :نتيجه 
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  :به عنوان مثال
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1 )x(
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x
==∞+و            4( 

− ++→
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1 )x(
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x
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  : و به طور كلي

=0هرگاه 
→ax

)x(flim  0و همواره>)x(f ) يعني)x(f آنگاه، )ندبا مقادير مثبت به صفر ميل ك:  +∞=
→ )x(f

lim
ax

1  

=0هرگاه 
→ax

)x(flim  0و همواره<)x(f ) يعني)x(f آنگاه، )با مقادير منفي به صفر ميل كند:  −∞=
→ )x(f

lim
ax

1  
  
 
 
  

  ايت حد در بي
0xxرا كه براي هر fتابع نويسـيم   بدون هيچ محدويتي افزايش يابد، در ايـن صـورت مـي    xاگر بخواهيم . تعريف شده است در نظر بگيريد <
+∞→x )بخوانيدx و اگر تابع) كند نهايت ميل مي به سمت مثبت بيf 0به ازاي هرxx بـدون هـيچ    xتعريف شـده باشـد، اگـر بخـواهيم     >

 ∞−يـا   ∞+يا  Lبه عدد x(f(، در اين صورت)كند نهايت ميل مي به سمت منهاي بي xبخوانيد( x→∞−نويسيم  محدوديتي كاهش يابد مي
  . نمايد ميل مي

  
  
  
  
  
  
 

 :ايت چند قضيه در محاسبات حد در بي
  :آنگاهيك عدد طبيعي باشد،  nاگر  -1

⎟ها  رفع ابهام  نهايت نهايت و حد در بيحد بي
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∞
∞  



 

01
=

+∞→x
nx

lim )2                                                              01
=

−∞→x
nx

lim )1  

    2002212 2 =++=++

−∞→x

)
xx

(lim   :مثال  
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3
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25

13
25
13

=
+
−

=
+

−
=

+
−

+∞→+∞→ )
x

(x

)
x

(x
lim

x
xlim

xx
  مثال:  

  :آنگاهيك عدد طبيعي باشد،  nاگر   - 2
=∞+زوج باشد   nاگر –الف 

−∞→x

nxlim     و+∞=
+∞→x

nxlim.  

=∞+فرد باشد    nاگر –ب 
+∞→x

nxlim     و−∞=
−∞→x

nxlim.  

ي  براي محاسبه: توجه
±∞→x

naxlim  با توجه به علامت ،a )a(   .توانيم حد را بيابيم ، ميnو زوج يا فرد بودن  ≠

  )عددي صحيح و مثبت است n: (خواهيم داشت x→∞−يا  x→∞+ها وقتي  اي ي حد چندجمله در محاسبه  - 3

)
ax
L...

ax
b(axlim)L...bxax(lim nx

n

x

nn +++=+++
±∞→±∞→

− 11  

چون حد 
ax
b  تا ... وnax

L  وقتي±∞→x صفر است پس:  

  
±∞→±∞→

− =+++
x

n

x

nn axlim)L...bxax(lim 1  

  .ترين درجه است اي است كه داراي بزرگ ، مساوي حد جملهx→∞±اي وقتي  يعني حد چندجمله
−+==∞−  :به عنوان مثال

−∞→−∞→ xx
xlim)xx(lim 323 323  

رفع ابهام 
∞
∞  

حد كسر ي محاسبهبراي ) الف
)x(g
)x(f  كه در آن)x(f  و)x(g اي از دو چند جملهx وقتي  ،باشند مي±∞→x خواهيم داشت:  

  
±∞→

−−

−−

±∞→
±∞→

′
=

+′+′+′

+++
=

x
n

m

nnn

mmm

x
x

xa
axlim

xcxbxa
cxbxaxlim

)x(g
)x(flim 21

21
  

  :خواهيم داشت x→∞±وقتي  ي حد اين كسر براي محاسبه
  0

23
12

2 =
+

+

±∞→x
x
xlim: 0                                               مثال=⇒<

±∞→x
)x(g
)x(flimnm  )1  
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73
52
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+
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±∞→x
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xlim: مثال                                            
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  −∞==
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−∞→−∞→ xx
x
xlim
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xxlim: 2

3
2

23 2
7

<⇒=∞+يا  ∞− يا ∞±                     مثال 12

±∞→x
)x(g
)x(flimnm  )3  

ax(baxx(ba  :اي داريم در توابع راديكالي با استفاده از اتحاد مربع دو جمله) ب +−+=++ 42
222  

242  :ن برابر است باپس عبارت هم ارز آ x→∞±چون 
22 ax~ba)ax( +−+−+  

  :هاي زير استفاده كنيم ارزي توانيم از هم لذا مي
|x|~ax

x
−+

±∞→

2 )1    

2
2 ax~baxx

x
+−++

±∞→
 )2  

02
2 >+−++
±∞→

a,
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bxa~cbxax
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  مثال:  
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xx
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xx
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xxx

  مثال:  

  
  

  پيوستگي در نقطه
  :ي آن را پيوسته گويند، هرگاه از دامنه 0xي تعريف شده است در نقطه Iي كه در بازه fتابع :يفتعر
0xxتابع در  -1   .حد داشته باشد =
0xxدر حد تابع  -2   :برابر باشد، يعني 0xربا مقدار تابع د =

)x(f)x(flim
xx

00
0

=
→

  

ي آن، دست كم يكي از دو شرط بـالا را نداشـته باشـد، در آن     بنابراين هرگاه تابعي كه روي يك بازه تعريف شده است و در يك نقطه از دامنه
  .نقطه ناپيوسته است

  
  
  
  
  

شـكل نمـايش تـابعي     دوحد ندارد، پـس هـر    0xتابع در ) 2(وجود دارد ولي با مقدار تابع برابر نيست و در شكل  0x، حد تابع در)1(در شكل 
  .خواهند بود 0xناپيوسته در

ax[)x(f[براي تابع      نكته      :گيريم نظر ميدو حالت در  0xدر =
Zkaxاگر - الف   .پيوسته است 0x، تابع در0=∌
Zkaxاگر -ب   .ناپيوسته است 0x، تابع در0=∋

  
  

  

  در نقطهپيوستگي




